07 - Semelhanca e proporcionalidade ( ] rC O
Matematica

9° ano outfzoz'o

Investigando o primeiro capitulo d’O capital

Os trechos abaixo sdo citacdo de MARX, Karl. Os economistas. O capital, 1996, vol. 1, pp 181 - 183

No primeiro capitulo de seu livro “O Capital”, Marx desenvolve a ideia de que o valor
de uma mercadoria € proporcional ao tempo de trabalho necessario para produzi-la.
Ja que todas as mercadorias necessitam algum tempo de trabalho para serem
produzidas, podemos falar de um valor relativo entre mercadorias, ou seja, quanto
uma mercadoria vale em termos de uma outra. E disso que ele vai dizendo:

“A equacdo: “20 varas de linho = 1 casaco, ou: 20 varas de linho valem
1 casaco” pressupde que 1 casaco contém tanta substancia de valor
qguanto 20 varas de linho, que ambas as quantidades de mercadorias
custam assim o mesmo trabalho ou igual quantidade de tempo de
trabalho.”

Exercicio 1: Se 20 varas de linho = 1 casaco,
a) quantas varas de linho valem 3 casacos?
b) quantos casacos valem 200 varas de linho?

O texto segue:

“O tempo de trabalho necessario para a produc¢ao de 20 varas de linho ou 1
casaco altera-se, porém, com cada altera¢do na forca produtiva da
tecelagem ou da alfaiataria. A influéncia de tais mudancas sobre a
expressao relativa da grandeza de valor deve agora ser examinada mais de
perto.

l. Que mude o valor do linho, enquanto o valor do casaco permanece
constante. Se o tempo de trabalho necessario para a producao do linho
dobra, talvez em consequéncia de crescente infertilidade do solo em que se
produz o linho, entdo duplica seu valor. Em vez de 20 varas de linho = 1
casaco, teriamos 20 varas de linho = 2 casacos, pois 1 casaco contém agora
apenas metade do tempo de trabalho das 20 varas de linho. Ao contrario,
se diminui a metade o tempo de trabalho necessario para a produg¢ao do
linho em consequéncia, por exemplo, da melhoria dos teares, cai também o
valor do linho pela metade. Consequentemente, agora: 20 varas de linho =
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1/2 casaco. O valor relativo da mercadoria A, isto &, seu valor expresso na
mercadoria B, sobe e cai, portanto, diretamente com o valor da mercadoria
A, enquanto permanece o mesmo o valor da mercadoria B.”

Exercicio 2: Se o tempo de trabalho para produzir um casaco muda, o valor da
vara de linho muda?

Exercicio 3: Se o tempo de trabalho para produzir um casaco muda, o valor
relativo da vara de linho, isto &, seu valor expresso no casaco, muda?

Exercicio 4: Suponha que 20 varas de linho valiam o mesmo que 1 casaco. Se o
tempo de trabalho para produzir a vara de linho dobra, quantos casacos valem,
agora, 80 varas de linho?

Continuando...

“Il. Que o valor do linho permaneca constante, enquanto muda o valor do
casaco. Se duplica, sob essas circunstancias, o tempo de trabalho
necessario para a producao do casaco, por exemplo, em consequéncia de
uma tosquia desfavoravel, entdao temos em vez de 20 varas de linho =1
casaco, agora: 20 varas de linho = 1/2 casaco. Se, ao contrario, o valor do
casaco cai a metade, entao 20 varas de linho = 2 casacos. Permanecendo
constante o valor da mercadoria A, cai ou sobe, portanto, seu valor relativo
expresso na mercadoria B, em relacdo inversa a mudanca de valor de B.”

Exercicio 5: Suponha que 20 varas de linho valiam o mesmo que 1 casaco. Se o
tempo de trabalho para produzir o casaco dobra, quantos casacos valem, agora,
40 varas de linho?

E ainda,

“Ao se compararem os diferentes casos, sob | e I, resulta que a mesma
mudanca de grandeza do valor relativo pode provir de causas totalmente
opostas. Assim 20 varas de linho = 1 casaco se transforma em: 1) a equacdo
20 varas de linho = 2 casacos, ou porque o valor do linho duplica-se, ou
porque o valor dos casacos cai a metade; e 2) a equacgao 20 varas de linho =
1/2 casaco, ou porque o valor do linho cai a metade ou porque o valor do
casaco sobe ao dobro.”

Exercicio 6: Suponha que 20 varas de linho valiam o mesmo que 1 casaco.
Depois de uma mudanca de clima, o tempo de trabalho para produzir uma vara
de linho diminuiu pela metade, mas o valor relativo do casaco com a vara de
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linho ainda é a mesma. O que deve ter acontecido com o tempo de trabalho
necessario para produzir um casaco?

Exercicio 7: Suponha que 20 varas de linho valiam o mesmo que 1 casaco.
Depois de uma mudanca de clima e de uma tosquia favoravel:

- o tempo de trabalho necessario para produzir um casaco tornou-se trés
vezes menor e;

- otempo de trabalho necessario para produzir uma vara de linho
diminuiu pela metade.

Qual é, agora, o valor relativo de uma vara de linho em relacdo a um casaco?
Para terminar...

“As mudancas reais na grandeza de valor ndo se refletem nem clara nem
completamente, em sua expressao relativa ou na grandeza do valor
relativo. O valor relativo de uma mercadoria pode mudar, apesar de seu
valor permanecer constante. Seu valor relativo pode permanecer constante,
apesar de mudar seu valor e, finalmente, ndo necessitam, de nenhuma
forma, coincidir as mudancgas simultaneas em sua grandeza de valor e na
expressao relativa dessa grandeza.”

Glossario

Vara de linho - Vara é uma medida de distancia. Linho é um tipo de tecido.
Tosquia - O processo pelo qual a |a é extraida dos animais.
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Comparando figuras

Compare as duas imagens abaixo. A da esquerda esta desenhada em quadrados de
0,5x0,5cm. Na da direita, os quadrados sao de 1x1cm.

i %
< ! 4

-> O que ha de diferente entre elas?
-> 0O que éigual?

Talvez vocé tenha pensado algo assim: “elas tém a mesma forma, mas tamanhos
diferentes”, ou entdo, “é a mesma imagem, s6 que ampliada”. E verdade, elas sdo
muito parecidas exceto pelo tamanho delas. Alids, com isso ja sabemos que elas nao
sao congruentes.

Para entender melhor o que esta acontecendo, vamos comparar, primeiro, os
angulos correspondentes nas figuras. Deve ser facil ver que eles sdao congruentes, ou
seja, a cada angulo na figura da esquerda corresponde um angulo de mesma medida
na figura da direita.

Depois, vamos comparar as medidas dos segmentos correspondentes das duas
imagens. Estamos chamando de lado o a medida de um lado de um quadrado que
compde o quadriculado da figura (na figura pequena, um lado = 0,5 cm, enquanto na
grande um lado =1 cm)
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=4 lados=2cm =4 lados = 4cm
=8 lados =4cm =8 lados =8cm
=5lados =2,5cm =5 lados = 5cm
=7 lados = 3,5cm =7 lados=3,5cm

Vocé deve ter percebido que cada segmento da figura da direita mede o0 mesmo
numero de lados do segmento correspondente do lado esquerdo. Mas o lado
da cada quadradinho na figura da esquerda é metade do quadradinho da figura
da direita. Entdao a medida da figura de um segmento da direita é sempre o
dobro da medida do segmento correspondente a esquerda! Podemos
reescrever esse fato da seguinte maneira:

AB 1
A'B’ 2
DC _ 1
D'C’
EF _ 1
E'F’
EC _ 1
E'C’
Ou entao, mais sucintamente:
AB DC EF EC i

A'B’ D'C’ E'F’ E'C’
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Em outras palavras, a razao entre os lados
correspondentes é a mesma. Quando isso
ocorre, dizemos que as figuras sao

proporcionais e que a constante de Razéo € uma relacao entre dois

' ' 1 valores que indica quantas vezes
proporcionalidade é - um valor contém o outro, ou entao,

quantas veze o outro “cabe” no um.
No primeiro semestre nos perguntdvamos se Podemos expressar a razdo de 1
. . . N para 2 de alguns jeitos:

duas figuras eram iguais ou nao (para se
relembrar, retome a atividade 03 - -1/2
Congruéncia'). Foi um pouco confuso tentar -1:2

-05

responder isso, e chegamos a conclusdo que - “um est& para dois...”

a igualdade entre figuras ndo era um conceito

muito preciso, pelo menos nao

matematicamente. Por isso, introduzimos o

conceito de congruéncia. A ideia era a seguinte: duas figuras sdo congruentes se tém
a mesma forma e o mesmo tamanho.

Agora, nos deparamos com duas figuras que ndo sdo congruentes, mas tem algo em
comum... Parece que elas tém a mesma forma, mas ndao o mesmo tamanho. Para
falar de figuras que satisfazem essas condi¢des, vamos introduzir o conceito de
semelhanca.

Semelhancga

Informalmente, dizemos que duas figuras sao

semelhantes se tém a mesma forma, mas nao

necessariamente o mesmo tamanho. Se tratarmos Alternativamente, podemos pensar
de poligonos, poderemos ser mais precisos: dois que duas figuras quaisquer s3o

g N semelhantes se partindo de uma é
poligonos sao semelhantes se possivel chegar na outra somente

Com as seguintes operacgbes:

1 medi I
) as medidas dos lados que se _ Ampliacio/Reducso

correspondem forem proporcionais e; - Rotacdo
- Reflexdo
2) os angulos correspondentes forem - Translagao
congruentes.

Como vimos, é o caso das duas figuras no inicio da
pagina: seus segmentos sdo proporcionais e 0s
angulos sdo iguais. As figuras sao semelhantes!

" https://arco.coop.br/~jseckler/mat-9-2021/03.pdf
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Lados que se correspondem sdo os que estdao na mesma posicdo relativa nos dois
poligonos. Na figura do inicio da secdo, AB corresponde a A'B’, DC corresponde a D'C,
etc. Vamos ver outro exemplo:

Os dois pentagonos foram desenhados de modo que sejam semelhantes. Por isso,
ocorrem essas relagoes:

AB BC CD DE — K
AB ~ BC ~ CD ~ DE
1 1 11 1 1 1 1

O numero k, que € a constante da propor¢do, chama-se razao de semelhanca. Nesse

2 : ~ .
exemplo, temos k = 7 OuU seja, a razdo dessa semelhanca é de 2 para 3.
Exercicio 8. Classifique cada afirma¢dao como verdadeira ou falsa. Se a afirmacao for
falsa, desenhe um contra exemplo para ela.

a) Dois triangulos sao sempre semelhantes.

b) Dois triangulos equildteros sao sempre semelhantes.
¢) Dois triangulos isésceles sao sempre semelhantes

d) Dois retangulos sao sempre semelhantes.

e) Dois quadrados sao sempre semelhantes.
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Exercicio 9. Nos casos seguintes, diga se os poligonos | e Il sdo semelhantes:

a) | e Il sdo losangos;

b) | e Il sdo triangulos isésceles;

c) | e Il sdo triangulos retangulos e isdsceles.




Exercicio 10. A miniatura é semelhante ao automével
e a razao dessa semelhanca é de 1: 20.

a) Qual é o comprimento da miniatura, se o
carro tem 4,0 m de comprimento?

b) Na miniatura, a distancia entre as rodas é 6,5
cm. No automovel, qual é essa medida?

Exercicio 11. A ampliacdao de uma foto deve ser

executada de maneira precisa para que se obtenham
imagens matematicamente semelhantes. Se uma foto
6 por 9 (isto é, uma foto retangular com largura 6 cm e altura de 9 cm) for ampliada
para ter 21 cm de largura, qual sera sua altura?

Exercicio 12.

Qrco

a) Complete a tabela abaixo, que relaciona razdes, modos de dizé-las em portugués e
exemplos em que elas aparecem. Repare que ha varios jeitos de completar todas as

entradas.
Razdo entreAeB
Numero Em portugués Exemplo
2 . “A miniatura de um carro
5 = 20 “B é 20 vezes maior que A” | é 20 vezes menor que o
proprio carro.”
" ; : “Uma foto 6 por 9 deve
A _ 6 A esta para B assim como ser amoliada para uma
B 21 6 esta para 21" 2 > o
foto de largura 21
“Um pentagono é
semelhante a outro, com
A:B = 2:3 “B é trés metades de A” razdo de semelhanca

_211
k_3

“A é o dobrodeB”

A escala desse mapa é de
1:5000

“B é o triplo de A”




A _ 1
B~ 10
A
= 10
“B é a metade de A"
A
5 = 3
A
= 1

“Uma tonelada equivale a
1000 quilos”

“Uma polegada é igual a
2,54 centimetros”

“Um milhdo de
nandmetros equivalem a
um metro”

b) Imagine que houvesse uma linha na tabela acima em que constasse B = 0. Pense
CoNsigo: 0 que aconteceria com a segunda e terceira coluna? Agora, considerando que
a divisdo entre numeros (e portanto, numeros em geral) pode representar relacdes
entre grandezas, complete a frase:

“Nao faz sentido dividir por zero porque nao faz sentido "
Regra de trés

Varios questdes de semelhanca e proporcionalidade nos levam a perguntas com a
seguinte “cara™

“X esta para 5 assim como 20 esta para 25"

Ou seja, a razdo entre X e 5 segue a mesma propor¢ao que a razao entre 20 e 25.
Nesses casos, podemos montar uma equagao:

x 20

5 25

10
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NOs ja sabemos resolver uma equacdo desse tipo: Basta multiplicar por 5 dos dois
lados!

20
x—25-5
x = 4

Aregra de trés, em sua forma mais simples, é um processo pratico para simplificar a
resolucdo desse tipo de equacgdo. A ideia por tras dela é a de “multiplicar em cruz”,
como abaixo:

O
2:1,' . 2555 = x15= o
x= 23
25

X = 4

Ou seja: quando temos que uma fragao é igual a outra, sabemos que o numerador da
primeira vezes o denominador da segunda € igual ao numerador da segunda vezes o
denominador da primeira. Nesse exemplo, a regra nem parece tao pratica. Suponha
que tivéssemos, no entanto, a seguinte situagao:

“10 esta para x assim como 50 esta para 45"

Veja a resolugdo:

Lg 2 Eﬂ?— = o+ 45 = HO-X
O E \0-43
50

xz 9

-

11
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De modo geral, a regra de trés diz que se" = R entao ad = bc.

Exercicio 13. Uma maquete, de 90 cm de altura, é
semelhante a um edificio, que mede 60m de altura.

a) Em que escala foi construida a maquete (onde escala é a
razao de semelhanca entre as duas figuras)?

b) Qual é a altura de uma porta do prédio, se, na maquete,
ela mede 3 cm?

¢) Usando essa mesma escala, qual seria a altura da
maquete se o prédio tivesse 80 m de altura?

d) Com base nos dados desse problema, elabore mais uma
questao e responda-a.

e o e

B

Exercicio 14. Imagine qtue as arestas de um cubo C mecam
5 cm e as de um cubo D me¢am 20 cm (repare que dois cubos sao sempre
semelhantes).

a) Calcule a razdo k de semelhanca do cubo C para o cubo D.
b) Calcule as areas das superficies totais desses cubos?;

c) Qual é arazdo entre a area total do cubo C e a do cubo D?
d) Calcule o volume dos cubos?;

e) Qual é a razdo entre esses volumes?

f) Vocé nota algum padrao nas trés respostas de a, ¢, e e?

* Dica: a area da superficie total de um cubo é a soma das &reas de todas as suas faces.
* Dica: assim como a area de um quadrado € calculada por € x £, onde ¢ é o lado do quadrado, o
volume de um cubo é calculado por £ x £ x £,

12
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Triangulos semelhantes

O pentagono ABCDE foi cortado por uma reta paralela a um de seus lados:

Por observacao visual, percebe-se que os pentagonos ABCDE e AGHDE ndo sao
semelhantes. De fato, eles tém angulos de mesma medida, mas seus lados ndo sao
proporcionais, pois de AB para AG o lado diminui, enquanto outros lados, como AE,
ficaram os mesmos. Vamos agora cortar o triangulo PIN por uma reta paralela a um
de seus lados. Os triangulos PIN e WEM tém angulos iguais:

13
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Note que para formar WEM, os trés lados de PIN diminuiram. A conclusao é a
seguinte: basta que dois triangulos tenham os angulos respectivamente iguais para
serem semelhantes.

Além disso, no momento em que determinamos dois angulos de um triangulo, ja
poderemos saber qual € o terceiro angulo, ja que os trés totalizam 180°. Ou seja, a
forma de um triangulo fica totalmente definida quando sao conhecidos dois de seus
angulos.

Note que essa conclusao sé vale para
triangulos, e ndo para quaisquer
poligonos, como é possivel perceber com
o exemplo dos pentagonos ABCDE e
AGHDE acima.

De acordo com essa conclusao, todos os
triangulos com um angulo de 72,5° e
outro de 35° tém o mesmo formato!

72.5° 35°

Exercicio 15. Baseie-se no caso ALA de congruéncia de triangulos para argumentar
que a conclusdo “basta que dois triangulos tenham os angulos respectivamente iguais
para serem semelhantes” é verdadeira.

Essa propriedade dos triangulos oferece iniUmeras aplicacdes. Uma delas é
determinar certa medida, sem verdadeiramente fazer essa medicdo. Por exemplo,
veja como se pode obter a largura aproximada de um rio. Com instrumentos

apropriados, agrimensores medem os angulos B e C e o lado BC de um triangulo
imaginario.

14
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Arvore de referéncia

AL
N

\ 950 52°
‘?) 105 m (-l

A seguir, um desenhista constroi, usando medidas obtidas para os dois angulos, um
triangulo semelhante ao imaginado. Medindo os lados do triangulo desenhado e
usando proporcionalidade, encontra-se a largura desejada.

D A

4

% e o ‘Q‘N’S\j T~ d Q bzb&d&-\ :

X l':}r](]‘O

0500 -5an

~ 4
5l X< 15225

Logo, a largura aproximada do rio é de 152 m. Calculando-a dessa maneira evita-se
muito trabalho. Nem foi necessario atravessar o rio!

15
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Problemas desse tipo sdo comuns em varias
atividades e ha muitos séculos existem instrumentos
para medir angulos. Na Astronomia e na navegacao,
é essencial saber usa-los, bem como conhecer
semelhanca de triangulos.

Nas ruas, vocé ja deve ter visto equipes trabalhando
sob a orienta¢dao de um topdégrafo ou agrimensor.
Com um aparelho chamado teodolito, sao medidos
angulos e distancias. Associados a conhecimentos
matematicos, esses dados sao usados na elaboragdo
de plantas e mapas

Exercicio 16. Calcule a medida x, em cm. Considere que as medidas dadas estao em
centimetros.

a)

2,1
a0°

60°

4,2 17

16
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b)

20°

20° 14

130°
130°

o

10

Exercicio 17. Marcia resolveu fazer como os topégrafos. Mediu um angulo (30°)
e uma distancia (35 m):

OO0 o
O00 o
O0o O

20

N T

17



Qrco

Depois, fez o desenho ao lado com o
maximo capricho.

No desenho, meca os comprimentos
TA e TB. Considere que os olhos de
Marcia estavam a 1,5 m do solo
quando ela fez a medicao. Qual é a
altura aproximada do prédio?

A altura da Piramide de Quéops

Tales de Mileto foi um fil6sofo, matematico,
engenheiro, homem de negocios e
astronomo da Grécia Antiga. Acredita-se que
Tales foi desafiado a medir a altura da
grande piramide de Quéops, no Egito.

Em seus estudos, Tales observou que 0s
raios solares que chegavam a Terra incidiam
de forma inclinada e eram paralelos. Assim,
ele concluiu que havia uma
proporcionalidade entre as medidas da
sombra e da altura dos objetos.

-, rais solares

bastdo fincado

verticalmente no
chio

"""""""" o A I

N—
.: B ®
A L cumpnmcmo

da sombra no
bastio

........

ajtura da pirimide

metade da medida da base = = comprimento da
sombra da piramide

18
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A explicacdo mais simples* do método € a de que Tales fixou uma estaca
perpendicularmente ao solo no ponto em que a sombra projetada da piramide
acabava.

Com a ideia de que os raios de sol incidem inclinados e paralelos, Tales péde notar
uma semelhanca nos triangulos formados pelos pontos imaginarios VHB e ABC.

Exercicio 18. Suponha que Tales tenha feito as seguintes medic¢des:

HB = 200m
BC=1m
AB = 0,79 m

Qual foi a altura encontrada?
Notacao

Vamos introduzir uma notacdo para falar de semelhanca de figuras. Se P e Q sao
figuras, podemos escrever

P ~Q
para dizer que P é semelhante a Q.
Semelhanca no triangulo retangulo

Os triangulos retangulos aparecem tanto nos objetos, edificios e na propria
matematica, que seus lados acabaram recebendo nomes especiais. Lembrando:

- Hipotenusa é o nome do lado oposto ao angulo de 90°.
- Cateto € o nome dado aos outros dois lados

o

] -
& x
g

hipotenusa

* Outra versao diz que Tales simplesmente esperou o momento do dia em que as sombras ficam do
mesmo comprimento que as alturas. Bastou medir a sombra da piramide!

19
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Ha uma propriedade envolvendo semelhanca que sé os triangulos retangulos
possuem. Num triangulo retangulo, tracando a altura relativa a hipotenusa, dois
novos triangulos retangulos sdo formados. Vamos designar por |, Il e lll esses trés
triangulos.

A propriedade em questao € que os trés triangulos sao semelhantes dois a dois. Ou
seja, | € semelhante a ll, Il e semelhante a lll e | € semelhante a lll.

Exercicio 19. O objetivo desse exercicio € mostrar a propriedade acima. Vamos usar a
conclusao da secao anterior de que se dois triangulos tém dois angulos
respectivamente congruentes, entdo eles sao semelhantes.

a) Para provar que I ~ II, encontre um angulo em I que seja congruente a um
angulo em II. Depois, encontre outro angulo em I (diferente do que vocé acabou de
achar) que seja igual a outro angulo em I1.

b) Para provar que II ~ I1I, repita 0 mesmo procedimento, mas considere o
triangulo I ao invés do I.

20
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c) Por fim, mostre que sel ~ Il ell ~ Illentdaol ~ III

Com base nessas semelhancas, podemos encontrar varias relacdes entre as medidas
dos lados desses triangulos. Como exemplo, vamos olhar para o caso dos triangulos II
e lll. Colocando-os em posicao semelhante, é facil escrever as rela¢des de
proporcionalidade:

BE _ AE
DE =~ BE

Aplicando a regra de trés, ficamos com (BE)? = DE - AE. Veja sé:

B

A D
¢ —

Sabemos que o comprimento em azul ao quadrado é igual ao comprimento amarelo

vezes o verde! c

Exercicio 20. Considere o triangulo EDB, em
que o angulo E é de 90°, EH é a altura em
relacdo a hipotenusa, DH =2 e HB = 8. Calcule a
altura EH. Considere que as medidas estao em
metros.
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Exercicio 21. No triangulo EBD, o angulo B mede 32°, eEH é
a altura do triangulo em relacdo a BD.

a) Quais sao as medidas dos angulos internos do
triangulo EHB?

b) Quais sdo as medidas dos angulos internos do
triangulo EHD?

¢) Os tridangulos EDH e EHB sdao semelhantes ao
triangulo EBD?



